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Выполнен анализ существующих способов получения магнитных наноразмерных частиц, применяемых в меди-
цине, с их последующим разделением на монодисперсные фракции. Установлены математические выражения 
для анализа динамики сферических наночастиц при их магнитной сепарации в произвольном магнитном поле с 
заданными распределениями векторов скоростей несущей среды и параметров частиц. Решение приведенных 
уравнений проведено численным методом с применением пакета прикладных программ MatLab. Представлены 
результаты математического моделирования траекторий наноразмерных частиц в поле одиночного цилиндра 
для различных направлений внешнего поля и вектора скорости несущей среды.  Библ. 14, рис. 6, табл. 1. 
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Введение. Развитие многих технологий неразрывно связано с совершенствованием получения 
и использования материалов. На этом пути было несколько этапов: бронза, сталь, полимеры, компо-
зиты. Сегодня наступил следующий этап в области материаловедения – наноструктуры. 
Технологии, связанные с исследованием, созданием и использованием наноматериалов, в бли-
жайшие годы приведут к кардинальным изменениям во многих сферах человеческой деятельности – 
в электронной и аэрокосмической промышленности, информатике, материаловедении, энергетике, 
машиностроении, биологии, экологии, медицине [1]. И все чаще рассматривается возможность при-
менения нанотехнологий в медицине как наиболее перспективная. Это связано с тем, что современ-
ная технология позволяет работать с веществами, размеры которых еще недавно казались фантасти-
ческими – микрометровые и даже нанометровые. Именно такие размеры характерны для основных 
биологических структур – клеток, их составных частей и молекул. 
Актуальность задачи. Одним из направлений использования наночастиц в медицине являет-
ся адресная доставка лекарств в онкологии [4, 5, 7−9, 12, 13], когда по сосудам кровеносной системы 
транспортируется нанокомпозитная жидкость, включающая магнитные наночастицы, покрытые ли-
пидной оболочкой вместе с концентрированными лекарственными средствами, и с помощью внешне-
го магнитного поля обеспечивается доставка наночастиц к патологическому очагу. В качестве маг-
нитного носителя обычно используют суперпарамагнитные частицы (магнитоуправляемые липосо-
мы), поскольку после воздействия магнитного поля они не объединяются. 
В процессе формирования магнитных наночастиц можно выделить три основных подхода [2]: 
получение из макроскопических материалов; химический синтез; превращение наночастиц с изменени-
ем состава. Химический синтез получил наибольшее распространение, так как позволяет получить час-
тицы заданного размера и формы, хотя и допускает небольшой разброс по размерам в пределах 5-10%. 
Очевидно, что контроль формы (как правило, наночастицы имеют сферическую или сфероидальную 
форму) и, преимущественно, размера получаемых частиц особенно важны. Это связано с существенной 
зависимостью физических характеристик магнитных наноразмерных частиц от их размера. 
Из вышесказанного следует, что параллельно с совершенствованием методов получения нано-
частиц с малой дисперсией размеров необходимо разрабатывать и новые технологии разделения уже 
полученных частиц на монодисперсные фракции. Применяемый в настоящее время прием контроли-
руемого осаждения частиц с последующим их центрифугированием дает нужный результат, но из-за 
незначительной разности масс наночастиц протекает очень медленно и требует нескольких итераций. 
В работе [3] предложен новый метод поэтапной высокоградиентной магнитной наносепара-
ции путем выделения на каждом этапе из раствора наиболее крупных фракций частиц. Однако урав-
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нение баланса сил, действующих на наночастицу, положенное в основу указанной работы, решается 
графически, что усложняет анализ влияния на процесс сепарации наночастиц. 
Достоверный анализ поведения магнитных наноразмерных частиц в процессе сепарации, ко-
торые находятся в неоднородном магнитном поле, представляет собой сложную научно-техническую 
задачу [2, 5, 8]. Её решение можно значительно упростить путём математического моделирования 
процессов движения частиц. 
Целью данной статьи является разработка математической модели динамики одиночной маг-
нитной частицы в потоке жидкости при наносепарации с учетом произвольной ориентации вектора 
скорости несущей среды и внешнего магнитного поля. 
Постановка задачи и основные расчетные соотношения. Данная статья представляет собой 
логическое продолжение исследования динамики частиц в неоднородном магнитном поле, проведен-
ного авторами в работах [10, 11].  
Как известно [14], на изолированную частицу, движущуюся в потоке жидкости, действует 
суммарная сила 
                                                          m d g vΣ = + + +F F F F F ,       (1) 
где mF  – магнитная сила; dF  – сила диффузии; gF  – гравитационная сила; vF  – гидродинамическая 
сила. Следуя [14], силой диффузии dF  можно пренебречь, поэтому m g vΣ = + +F F F F .  
Траектория частицы определяется из уравнения Ньютона 
   m g v
dV
dt
ρ = + +v F F F ,            d
dt
= rv .    (2) 
Здесь V и ρ – объём и плотность частицы, v  – вектор скорости её движения, r  – радиус-
вектор, определяющий положение частицы в момент времени t. В дальнейшем ограничимся рассмот-
рением сферической частицы радиуса а, тогда 34 3V a= π . 
Для сил, входящих в выражение (2), справедливы соотношения 
( ) (1 ) ,g c cV V k= ρ − ρ ρ −F g = g     (3) 
где cρ  и ρ  − плотности несущей среды и частицы соответственно, /c ck = ρ ρ  – коэффициент плотнос-
ти несущей среды; 
6 ( )v a= π η −F u v ,      (4) 
где η – динамический коэффициент вязкости среды, ( )≡u u r  – заданное векторное поле скоростей 
жидкости; 
0 0 0 1m JV H JV= μ ∇ = μF f       при    J=const,     (5) 
или 
2
0
0 0 22m f f
Hk V k V= μ κ ∇ = μ κF f       при    κ=const,   (6) 
где H0 – напряжённость невозмущённого поля в месте расположения частицы, J – намагниченность и 
κ  – магнитная восприимчивость частицы, 
ч
3 3
κ 3 μ 2f
k = =+ + , чμ  – относительная магнитная прони-
цаемость материала частицы, 1 2иf f  – функции координат точки, выражения которых очевидны из 
соотношений (5) и (6). 
Введём приведенные к единице массы частицы и ускорению силы тяжести g безразмерные 
силы V g= ρ%f F . Тогда уравнение (2) принимает вид 
 
               ,m g vd dt g= + + =% % %% %v f f f v v .    (7) 
Последнее уравнение с учётом принятых в (5) и (6) обозначений магнитных сил запишем в 
компактном виде 
                          11 1 2 3 ( )
d c c c
dt
= + + −% % % %v f u v ,  12 2 2 3 ( ),d c c cdt = + + −
% % % %v f u v                 (8,9) 
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где  20 011 12 2 3
6, , 1 , 0,459f c
ac J c k c k c a
V g
−μ μ π η η= = κ = − = =ρ ρ ρ ρ . 
Результаты расчетов. В качестве примера проанализируем поведение сферической частицы 
в поле одиночного кругового цилиндра. В этом случае выражения (8) и (9) целесообразно предста-
вить в полярных координатах r, α. Очевидно, при этом векторы g, u  зависят только от угла α 
11 1 2 3
α
11 1α 2 3
( ,α) (α) ( (α) ( ,α)),
( ,α) (α) ( (α) ( ,α)).
r
r r r r
d
с r с с r
dt
d
с r с с r
dt
= + + −
= + + −
v f g u v
v f g u vα α α
   (10) 
12 2 2 3
α
12 2α 2 3
( ,α) (α) ( (α) ( ,α)),
( ,α) (α) ( (α) ( ,α)).
r
r r r r
d
с r с с r
dt
d
с r с с r
dt
= + + −
= + + −
v f g u v
v f g u vα α α
   (11) 
Составляющие векторов x g=g i  и x x y yu u= +u i i  в полярных координатах 
                           
α
α
cos(α), sin(α),
cos(α) sin(α), sin(α) cos(α).
r
r x y x y
g g g g
u u u u u u
= = −
= + = − +
                                       (12) 
Исследование изложенной выше математической модели проведено численным методом на 
ЭВМ с применением пакета прикладных программ MatLab. Для расчёта траектории частицы на осно-
вании уравнений (10) или (11) необходимо задать: вектор-функцию Н0 или В0; радиус цилиндра R и 
его магнитную проницаемость μR; параметры несущей среды: плотность, динамический коэффициент 
вязкости, вектор-функцию поля скоростей ( ,α)ru ; параметры магнитной частицы: её радиус и плот-
ность, магнитную восприимчивость и (или) намагниченность, координаты начального положения 
частицы. 
Для иллюстрации на рис. 1−3 показаны траектории движения частиц, рассчитанные при сле-
дующих числовых параметрах: радиусы цилиндра и частицы соответственно 32 10 мR −= ⋅  и 
610 10 мa −= ⋅ ; индукция 0 0,5 ТлB = , плотности несущей среды ρс=1,05·103 кг/м3 и частицы 
ρ=4,5·103 кг/м3, 0,233ck = ; динамический коэффициент вязкости η=1,2·10-3 Па·с; скорость среды, 
принятая для проведенных расчетов, 0=u ; магнитная восприимчивость частицы κ=2,5 (принята мо-
дель учёта магнитной силы, см. выражение (6)), λ (μ 1) / (μ 1) 1R R= − + = ; координаты начального по-
ложения частиц (на рисунках отмечены ∗) (-3R, -3R) и (3R, -3R). На рисунках обозначены: αHo и α – 
соответственно углы направления внешнего поля и осаждения частиц на поверхности цилиндра от-
носительного оси х, Т – время движения частицы. 
              
            Рис. 1             Рис. 2                                                     Рис. 3 
 
На траекторию частицы определяющее влияние оказывает радиальная составляющая магнит-
ной силы. Радиальные компоненты силовых функций f1 и f2 имеют зоны отталкивающих и притяги-
вающих сил (на рис. 1−3 они показаны соответственно пунктирной и сплошной линиями). Границы 
раздела зон отталкивания и притяжения определяются условием:  
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2
2 2cos2 cos2 0,
R
r r
λλ + α= + α=%                                                         (15) 
где 1 rr
R
≤ = ≤ ∞%  – относительное удаление точки. 
Для рассмотренных примеров расположение зон отталкивания и притяжения показано на 
рис. 4. Характерно, что в отличие от силы f1r максимум отталкивающей силы f2r расположен не на по-
верхности цилиндра, а на некотором удалении от него. Зависимость радиальной составляющей силы 
f2 вдоль осей симметрии от рас-
стояния показана на рис. 5 (для 
универсальности сила построена в 
координатах r% , maxr rf f f=% ). 
Начальное положение час-
тицы относительно указанных зон 
может оказать существенное влия-
ние на её траекторию. Как видно 
из рис. 2, частица с начальными 
координатами (3R, -3R) не попада-
ет на поверхность цилиндра, по-
скольку она изначально находит-
ся в зоне отталкивания. 
 
Более детально о топологических особенностях функций f1 и f2, а также зонах отталкивания и 
притяжения см. [11]. 
Приведенные на рис. 1−3 траектории рассчитаны в предположении u=0, т.е. при неподвижной не-
сущей среде. Пренебрегая эффектом турбулентности, легко обобщить изложенный выше подход на случай 
движения частицы в ламинарном потоке несущей среды с заданным полем вектора скоростей ( )≡u u r . 
На рис. 6 показаны траектории частицы, которые иллюстрируют её существенную зависи-
мость не только от направления внешнего поля, но также и от 
скорости несущей среды. Конечные результаты движения для раз-
личных направлений поля при начальном положении частицы (-
3R, -3R) (на рисунке отмечено∗) и заданной скорости несущей 
среды 0,008 м/сyu =  отражены в таблице. 
 
Анализ данных таблицы и рис. 1−3 показывает, что даже 
незначительная скорость потока вносит существенные изменения в траекторию и соответственно 
влияет на углы осаждения частиц α на поверхности цилиндра и её время движения Т (см. соответст-
вующие значения для кривых 1(13), 4, 6). 
Заключение.  
Таким образом, предложенная математическая модель расчёта траекторий маг-нитных частиц, 
основанная на классических законах механики и гидродинамики, позволяет учесть не только дейст-
вие суммарной силы в каждой точке траектории, но и оценить вклад каждой компоненты силового 
воздействия. Это открывает возможность более тонкого управления движением частиц путем целе-
направленного изменения этих компонентов.  
Разработанный математический аппарат может быть использован при решении практической 
задачи наносепарации магнитных частиц с разделением их на монодисперсные фракции. 
     Рис. 6 
     Рис. 4   Рис. 5
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МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІКИ МАГНІТНИХ НАНОЧАСТИНОК ПРИ ЇХНІЙ СЕПАРАЦІЇ 
 
С.Л. Бондаревський1, канд.техн.наук, І.П. Кондратенко2, член-кореспондент НАН України  
С.Т. Толмачов1, докт.техн.наук 
1 – ДВНЗ «Криворізький національний університет», 
     вул. ХХII Партз’їзду, 11, Кривий Ріг, 50027, Україна,  
     e-mail: kafem@mail.ru  kafem@knu.edu.ua  
2 – Інститут електродинаміки НАН України,  
     пр. Перемоги, 56, Київ-57, 03680, Україна,  
     e-mail: dep7ied@ukr.net 
Виконано аналіз існуючих способів отримання магнітних нанорозмірних частинок, що застосовуються в меди-
цині, з їхнім подальшим поділом на монодисперсні фракції. Встановлено математичні вирази для аналізу дина-
міки сферичних наночастинок при їхній магнітній сепарації в довільному магнітному полі із заданими розподі-
лами векторів швидкостей несучого середовища і параметрів частинок. Розв'язання наведених рівнянь прове-
дено чисельним методом із застосуванням пакета прикладних програм MatLab. Представлено результати 
математичного моделювання траєкторій нанорозмірних частинок у полі одиночного циліндра для різних на-
прямків зовнішнього поля і вектора швидкості несучого середовища.  Бібл. 14, рис. 6, табл. 1. 
Ключові слова: наночастинка, моделювання, динаміка, поле, магнітна сепарація. 
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MODELING OF THE MAGNETIC NANOPARTICLES DYNAMICS BY SEPARATION 
 
S. Bondarevskyi1,  I. Kondratenko2,  S. Tolmachev1 
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     11, XXII Partz’izdu str., Krуvyi Rih, 50027, Ukraine,  
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2 – Institute of Electrodynamics National Academy of Sciences of Ukraine,  
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The analysis of existing methods for magnatic nanosize particles producing used in medicine with subsequent separa-
tion of them into monodispersed fractions is made. Mathematical expressions for analysis of spherical nanoparticles 
dynamics by magnetic separation in the arbitrary magnetic field with the predetermined vector distribution of carrying 
medium velocities and particle parameters are established. The decision of given equations is made by the numerical 
method using the software package MatLab. The results of mathematical modeling of nanosized particles trajectories in 
the single cylinder field for different directions of the external field and the carrying medium velocity vector are pre-
sented.  References 14, figures 6, table 1. 
Keywords: nanoparticle, modeling, dynamics, field, magnetic separation. 
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